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Série 5

Ejercicio 1. Analisis
Considere las rectas y =« e y = 2z, y la parabola y = x2.
a) Calcule los puntos de interseccién entre las graficas de las diferentes funciones y haga un

esbozo de la regiéon delimitada por las graficas.
b) Calcule el area de la region del apartado anterior.

Solucion:

a) Calcule los puntos de interseccién entre las graficas de las diferentes funciones y haga un
esbozo de la region delimitada por las graficas.

Calculamos las intersecciones dos a dos:
—y=zcony=z% =2 = 22 —2=0 = z(z—1) =0. Puntos: (0,0) y (1,1).
—y=2xcony=2x% 2r =2 = 22 -2r =0 = x(r —2) =0. Puntos: (0,0) y (2,4).

—y=wxcony=2x: z=2x — x=0. Punto: (0,0).

Esbozo:

b) Calcule el area de la regién del apartado anterior.

La region esta dividida en dos por la recta x = 1.
— Area 1 (de x=0 a x=1): La region esta limitada por arriba por y = 2z y por abajo por y = x.

1 1 271
1
A1:/ (2x—x)dx:/ xdr = [w} =_.
2

— Area 2 (de x=1 a x=2): La region est4 limitada por arriba por y = 2z y por abajo por y = x~.

2 32
8 1\ 4 2 2
A= [ @r—ade= 2T =(a-S) - (1-2)=2_2-2,
2/1(3:3:):5 [m 3], 3 3)737° 373

El area total es la suma de ambas: A = A; + Ay = % +

El area de la region es 6 u?.
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Ejercicio 2. Algebra

1 0 a-—-1
Considere la matriz A= |1 a 1 , en que a es un parametro real.
4 3a 1

a)
b)

Encuentre los valores del parametro a para los cuales la matriz es invertible.
Discuta la posicion relativa de los planos w1 :x+ (a—1)z2=0, ma:z+ay+2z=1 y
73 : 4 + 3ay + z = 3 en funcioén de los valores del parametro a.

Solucion:

a)

b)

Encuentre los valores del parametro a para los cuales la matriz es invertible.
Una matriz es invertible si su determinante es no nulo.

|A| = 1(a — 3a) =0+ (a — 1)(3a — 4a) = —2a + (a — 1)(—a) = —2a — a*> + a = —a® — a.

|A|=0 = —a®?—-a=0 = —a(a+1)=0. El determinante es cero si a =00 a = —1.

La matriz es invertible para todo a € R\ {—1, 0}. ‘

Discuta la posiciéon relativa de los planos 7w :x+(a—1)z2=0, my:xt+ay+2z=1y
73 : 4 + 3ay + z = 3 en funcién de los valores del parametro a.

xr+0y+(a—1)z=0
El sistema de ecuaciones es ¢ x +ay + 2z =1 . La matriz de coeficientes es A.
dr+3ay+2=3

Caso 1: a € R\ {—1,0}. |A] # 0. El sistema es Compatible Determinado. Los tres planos se
cortan en un tnico punto.

Caso 2: a = 0. Rg(A) = 2. Rg(A*) = 2. El sistema es Compatible Indeterminado. Los tres planos
se cortan en una recta.

Caso 3: a = —1. Rg(A) = 2. Rg(A4A*) = 3. El sistema es Incompatible. Los planos 2 y 3 son
paralelos. Dos planos son paralelos y el tercero los corta.

Si a € R\ {—1,0} = Se cortan en un punto.
Si a =0 = Se cortan en una recta.
Si a = —1 = Dos planos paralelos cortados por el tercero.



https://mentoor.es

Matematicas II. Cataluna 2019, Convocatoria extraordinaria

Ejercicio 3. Algebra

. 2 -1 1 1
Sean las matrices A = (—6 3> y B = (2 2).

a) Calcule A-B y B- A.
b) Justifique que si el producto de dos matrices cuadradas no nulas tiene por resultado la
matriz nula, entonces el determinante de todas dos matrices ha de ser cero.

Soluciéon:

a) Calcule A-B y B- A.
(D6 (53 )69
pas ) (5 )0k ) -(R)

A-Bz(g g)yB-A=<:§ i)

b) Justifique que si el producto de dos matrices cuadradas no nulas tiene por resultado la
matriz nula, entonces el determinante de todas dos matrices ha de ser cero.

La afirmacion del enunciado es incorrecta. La propiedad correcta es que al menos uno de los deter-
minantes debe ser cero. Lo justificamos con la propiedad det(CD) = det(C) det(D).

Si CD = 0, entonces det(CD) = det(0) = 0. Por tanto, det(C)det(D) = 0. Esto implica que
det(C) =0 o det(D) = 0.

No se puede asegurar que ambos sean cero. Sin embargo, si uno de ellos fuera no nulo (por ejemplo
det(C) # 0), entonces C tendria inversa C 1.

C-D=0—= C'ch=C"'0 = D=0.

Esto contradice la hipotesis de que D es no nula. Por lo tanto, det(C') debe ser 0. Analogamente, si
det(D) # 0, implicaria que C' = 0, otra contradiccion. Por lo tanto, si ambas son no nulas, ambas
deben tener determinante cero.

vspacelOpt

Si CD = 0, entonces det(C) det(D) = 0.

Si C y D son no nulas, se deduce que det(C) = 0y det(D) = 0.
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Ejercicio 4. Analisis

Considere la funcién f(z) =

a)

b)

_1

14+x2"

Calcule la ecuacion de la recta tangente a la grafica en aquellos puntos en que la recta
tangente es horizontal.

Calcule las coordenadas del punto de la grafica de la funcion f(x) en que el pendiente
de la recta tangente es maximo.

Soluciéon:

a)

b)

Calcule la ecuacién de la recta tangente a la grafica en aquellos puntos en que la recta
tangente es horizontal.

La tangente es horizontal si f/(z) = 0.

—2x

f(x) = m

f(z)=0 = —22=0 = z=0.

El punto de tangencia es (0, f(0)) = (0,1). La recta horizontal que pasa por este punto es y = 1.

’La ecuacion de la tangente horizontal es y = 1. ‘

Calcule las coordenadas del punto de la grafica de la funcion f(x) en que el pendiente
de la recta tangente es maximo.

Buscamos maximizar la funciéon pendiente, m(z) = f/(z). Derivamos m(x) e igualamos a cero.

(1+22)? — (=22)2(1 + 2%)(2x)  —2(1 +2?) + 822 6222

! _ __2 _ _
mw) = (@) = 1+ 22)3 B (- A )y

m(z)=0 = 622 -2=0 = 2> =1/3 = 2 =+1/V3.

Para saber cuél es el maximo, analizamos el signo de m’(x) o usamos la tercera derivada. Enz = —1/v/3
hay un méaximo de la pendiente. El punto de la grafica es (—1/v/3, f(=1/v/3)) = (=1/V/3, ﬁ) =

(—1//3,3/4).

El punto es (—1/v/3,3/4).



https://mentoor.es

Matematicas II. Cataluna 2019, Convocatoria extraordinaria

Ejercicio 5. Geometria

Sean P, Q y R los puntos de interseccion del plano de ecuaciéon x + 4y + 2z = 4 con los tres
ejes de coordenadas OX, OY y OZ, respectivamente.

a) Calcule los puntos P, Q y R, y el perimetro del triangulo de vértices P, Q y R.
b) Calcule el area del triangulo de vértices P, Q y R.

Soluciéon:

a) Calcule los puntos P, Q y R, y el perimetro del triangulo de vértices P, Q y R.
Calculamos las coordenadas de los puntos de intersecciéon con los ejes:
Punto P (eje OX): Hacemos y =0,z = 0.

r+4(0)+20)=4 = z=4 = P = (4,0,0).

Punto Q (eje OY): Hacemos z =0,z = 0.
0+dy+2(0)=4 = y=1 = Q = (0,1,0).

Punto R (eje OZ): Hacemos x = 0,y = 0.
0+4(0)+2:=4 = z=2 = R =(0,0,2).

El perimetro es la suma de las longitudes de los lados (mo6dulos de los vectores):
PQI=1Q — P|=|(-4,1,0)| = vVIE + 1T +0 = VIT.
@Rl =R —Q=(0,-1,2)| = VO + T+4= V5.
|PR| = |R— P| = |(—4,0,2)| = V16 + 0 + 4 = v/20 = 2V/5.

Perimetro = /17 + /5 + 2v/5 = V17 + 3/5.

P(4,0,0), Q(0,1,0), R(0,0,2). Perimetro = v/17 + 3v/5 u.

b) Calcule el area del triangulo de vértices P, Q y R.

El area de_} triér{'gulo es la mitad del médulo del producto vectorial de dos de sus vectores lado, por
ejemplo PQ y PR.

P_Q:(_4717O)a P_R:(_47072)

B A A .
PQxPR=|-4 1 0/=i(2)—7(-8)+k(4)=(2,8,4).
—4 0 2

Area = L|PQ x PR| = 1](2,8,4)| = }v22 + 2 + 422 = L/ 1 64 + 16 = Y34 = 221 — /71

El area del triangulo es V21 u?®.

5
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Ejercicio 6. Analisis

In(x) )

Considere la funcién f(z) =

a) Calcule el dominio de la funcién f, los puntos de corte de la grafica de f con los ejes de
coordenadas, y los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f.

b) Calcule el area de la region del pla determinada por la grafica de la funcién f, las rectas
=1y x=e y el eje de las abscisas.

Solucion:

a) Calcule el dominio de la funcién f, los puntos de corte de la grafica de f con los ejes de
coordenadas, y los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f.

Dominio: El logaritmo exige « > 0 y el denominador x # 0. El dominio es (0, 4+00).

Puntos de corte: No corta el eje OY (z # 0). Corte con OX (y = 0): h‘TI =0 = lhnzx=0 =
2 = 1. El punto de corte es (1,0).

Crecimiento y decrecimiento:

L.z —In(z)- — In(x
Fle) = 2 n(z) -1 _ 1-1n(z)

22 22
f(2)=0 = 1-In(z)=0 = In(z) =1 = z=e.
Estudiamos el signo de la derivada:
— Intervalo (0,e): f'(z) >0 = Creciente.

— Intervalo (e,0): f'(r) <0 = Decreciente.
Hay un méaximo relativo en x = e.

Dominio: (0,00). Corte OX: (1,0).
Creciente en (0,e), Decreciente en (e, 00).

b) Calcule el area de la region del pla determinada por la grafica de la funcién f, las rectas
x =1y x =-e y el eje de las abscisas.

En el intervalo [1, €], la funciéon f(z) es positiva. El area es:

Area:/ Mdm.
1

xT

Hacemos el cambio de variable u = Inz = du = %dm. Siz=1,u=0. Siz=e,u=1.

1 271 2
Area/udu{u} :1—70:1.
0 2 |, 2 2

El Area es de 2 u3.
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